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Resumen

Los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Algebraicas son el caso general de Sistemas de ecuaciones diferenciales,
debido a que, ademas de las ecuaciones diferenciales se encuentran ecuaciones algebraicas. Este tipo sistemas de
ecuaciones se utilizan para el modelado de fenémenos en los cuales algunas de las variables intervinientes en el problema
presentan algun tipo de restricciones o ligaduras.

La presente propuesta consiste en la implementacion de algoritmos para la solucion numérica de sistemas de
ecuaciones diferenciales algebraicas, los cuales requieren la solucion de grandes sistemas de ecuaciones lineales y no
lineales dependiendo de la naturaleza y la magnitud del problema a resolver. Para este estudio nos centraremos en
problemas de dindmica de sistemas de particulas vinculadas, modelando distintos sistemas como por ejemplo péndulos
con varios grados de libertad.

La dindmica de un sistema de masas vinculadas puede representar cuerpos solidos o cadenas. Las restricciones se
resuelven con la técnica de los multiplicadores de Lagrange, de manera que en cada paso de iteracién hay que resolver
un sistema de ecuaciones no lineales por medio de ,por ejemplo, el método de Newton.

El modelado de sistemas multicuerpos o de particulas vinculadas mediante sistemas de ecuaciones algebraicas
diferenciales se utilizd para el modelado del comportamiento dindmico de una boya sumergida. Se realizé la comparacion
de los resultados obtenidos de la simulacién numérica con resultados experimentales.

Palabras Clave Sistemas de masas vinculadas, Dindmica de Solidos Rigidos, Ecuaciones Diferenciales Algebraicas,
Sistemas de Ecuaciones Lineales y No Lineales
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1 Introduccién

El presente trabajo tiene como objetivo el modelado de un cuerpo rigido para el analisis de su
comportamiento dindmico mediante la transformacion del cuerpo en un sistema de particulas
vinculadas por medio de restricciones.

El modelado matematico de la dindmica de sistemas de particulas vinculadas se realiza mediante
Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Algebraicas, en donde las ecuaciones del movimiento de cada
particular es una ecuacion diferencial y la vinculacion entre particulas se pondera mediante
restricciones o ligaduras, las cuales son ecuaciones algebraicas.

En este trabajo se desarrollas ecuaciones que modelan la dindmica de las particulas vinculadas y
su discretizacion numérica, formulacidon que se encuentra implementada en la libreria “prtclsys”
desarrollada en el lenguaje de programacion C++ por el Dr. Mario Storti.

El caso de estudio que aborda este trabajo consiste en la interaccion fluido estructura de una boya
totalmente sumergida dentro de un recipiente lleno de agua. El recipiente posee desplazamiento en
su base lo que produce que la boya se excite por la interaccion con el fluido que la rodea produciendo
que esta se desplace.

Para la verificacion de los resultados obtenidos de la simulacion se contrastd con resultados
obtenidos del analisis experimental realizado en el DIMEC de la Universidad de Santiago de Chile
cuyos resultados se encuentran en [1],[2] y [3].

1.1
2 Modelado Matematico de la Dinamica de sistemas de Particulas

2.1 Conceptos Bésicos

Para comenzar el modelado matematico de la dindmica de sistemas de particulas, es
necesario definir algunos elementos que van a ser estudiados. Estos elementos son:

 Grados de libertad: Es el namero de magnitudes que determina de manera
univoca la posicion de un sistema.

 Coordenadas generalizadas: Es el conjunto de magnitudes que definen com-
plenamente la posicion de un sistema.

* Velocidades generalizadas: Son las derivadas temporales de las coordenadas
generalizadas.

* Energia cinética: Es la energia que depende de la velocidad de las particulas
en movimiento.

 Energia potencial: Es la energia que depende solamente de las coordenadas de
particulas, es decir de su posicion.



2.2 Principio de Minima Accion - Ecuaciones del Movimiento

Consideremos un sistema formado por un conjunto finito de puntos, cuya disposicion o
configuracion en el espacio queda definida por completo, en el instante t por medio del vector

" 1)

El Principio de Minima Accion o Principio de Hamilton establece que de todas las posibles
trayectorias entre dos posiciones q(t1) y q(t2), el sistema evoluciona segun aquella que minimice el
funcional

to

to
F(q) =/ L(q,q,t)dt +/ Wdt
2 : @)

Donde L es la funcion Lagangiana, y esta definida como

y W es el trabajo realizado por las fuerzas generalizadas, que no provienen de un potencial
estacionario.

El funcional en estudio, es estacionario si su variacion es nula. Entonces se debe cumplir la
siguiente condicion:

to to
oF =/ OLdt +/ oWdt =0
2 2 )
Para todas las variaciones 8q, compatibles con los vinculos y nulas en t1 y t2 . Donde 8W = 8q" f
donde f'son las fuerzas no conservativas, y 6L se calcula como

(5)

Entonces la variacion del funcional queda definida como

/AL OL ta
a =f Tosq+ Z26q) dt +/ §qT fdt =0
t dq dq ty (6)

Trabajando la expresion anterior queda
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Como esto es valido para toda variacion 6q entonces tenemos que

oL d (0L
— === )+ f=0
dqg dt \ Oq (8)
La expresion anterior representa un sistema de ecuaciones diferenciales conocidas como las
ecuaciones de Lagrange, las cuales describen el movimiento de un sistema de particulas libres o de

coordenadas independientes.

(7)

Cuando las coordenadas son dependientes, las ecuaciones de Lagrange no son necesariamente
nulas y existiran unas restricciones al movimiento de las particulas ®i (q), agrupadas en el vector

(I)l =10
¢ = ¢; =0 e R
q)'”!. = D

(9)

Para introducir el efecto de las restricciones, se debe incluir un término mas en el funcional F

to ta ]
F*@,A):/ L(q,q,t)dt+/ Wdt+/ AT®(q)dt

t1 ti t1 (10)
Donde
)\1 = 0
A= n=0 |ewn
)\-rn = 0 (11)

es un vector de valores arbitrarios que no alteran el resultado del funcional.

Aplicando el principio de minima accion se llega a la expresion
oL d (0L a7
o~ ar) T+ G
(12)
que corresponde a las ecuaciones de Lagrange para sistemas de particulas con Restricciones. Este
método para incorporar las restricciones se conoce como el método de los multiplicadores de
Lagrange.



A partir de estas ecuaciones podemos plantear el problema del modelado de sistemas multicuerpo.

La energia cinética de un sistema multicuerpo se determina como

1
T==4"Mg
2 (13)

donde M es la matriz de masas del sistema y U(q) es la energia potencial o de posicion y solamente
depende de la posicion.

Entonces la Lagrangiana del sistema queda definida por
: . . Lopo o
L(g,4,t) = T(g.4,1) = Ulg) = ;4" Mg — U(g)
(14)

Aplicando las ecuaciones de Lagrange y las restricciones tenemos

ou 97
Mij— 2 — _
1~ 3¢~ o f
®(g) =0

(15)
0U/0q son fuerzas que derivan de un potencial y f el resto de las fuerzas aplicadas al sistema.

Agrupando las fuezas exteriores en una sola tenemos

. , oPT
®(g) =0

(16)

Esas expresiones son un conjunto de n ecuaciones diferenciales con m ecuaciones algebraicas, es
decir, es un sistema DAE (Differential-Algebraic Equations) que describe el movimiento el sistema
de particulas vinculadas.



2.3 Restricciones o Ligaduras

Dado un sistema de n particulas vinculadas con posicion gj , masa mj y fuerzas fj . Estas particulas,
al estar vinculadas entre si, existen m restricciones ®i(qj ) = 0 sobre las posiciones de las particulas j
—J’ . Estas restricciones pueden ser que el par de particulas j — j’ estén ligadas por un segmento fijo,
es decir, manteniendo siempre una distancia L entre ellas

D(q;) =L =g, —q)I> =0 -

También puede ser que el movimiento de una particula esté restringido sobre un determinado plano

P(g;) =n- (g5 —q) =0 (18)

Donde n es la normal al plano y qo es la coordenada de un punto que pertenece a ese plano

2.4 Modelado Numérico

Las ecuaciones del movimiento del sistema y las restricciones puestas juntas como un sistema
DAE

. . opT
P(q) =0 (19)

Las ecuaciones diferenciales del movimiento son ecuaciones de 2¢ orden. Para la solucion
numérica de este problema realizamos un cambio de variables para reducir este sistema a un sistema
de ecuaciones diferenciales de 1° orden.

Tomando

v=4q (20)

Entonces el sistema DAE queda definido como

T
Mo+ F(q,v) — ai)\ =0
dq
v—qg=10
®(q) =0 (21)



Compactando la notacion, el sistema queda como

(1)
v (23)

Para la discretizacion temporal del sistema de ecuaciones utilizamos una regla del tipo
trapezoidal a-generalizada aproximando y e y como

Con

2.5 Discretizacion del Sistema DAE

! ynJrl - yn
YR TN
yr (L= a)y” +ay™ 24)

quedando como resultado un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales por cada paso de tiempo
R(yaa ?j(-ka /\5 t) = O (25)

2.6 Solucidn del Sistema de Ecuaciones No Lineales

Para la solucién del sistema de ecuaciones no lineales en cada paso de tiempo utilizamos el
Método de Newton, el cual consiste en

R(X)=0
n __ n—1 __ 7-1 n—1
X'=X JTR(X™) (26)
Donde X es el vector de las incognitas
= (3)
(27)
y J es la matriz Jacobiana de R
OR 1 9R OR OR
J=—=( o5 taz =t
o0X ( At dy dy aA ) (27)

Las contribuciones de cada variable al Jacobiano son
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= 0

O\ 0

(28)

2.7 Solucién del Sistema de Ecuaciones Lineales

La resolucion del Sistema de Ecuaciones No Lineales, utilizando el método de Newton, requiere
que por cada iteracion se resuelva el sistema de ecuaciones lineales que se muestra a continuacion

—Js = R(X" )
(29)
En donde

n—1 n



3 Caso de Estudio

3.1 Planteo del caso de estudio

El problema a analizar es el de una boya esférica totalmente sumergida dentro de un recipiente
cubico. El fluido que rodea a la boya es agua.

El contenedor donde se encuentra sumergida la boya es excitado por medio de una mesa vibratoria,
la cual produce que la base se desplace con un movimiento arménico simple.

Se analiza como el movimiento del recipiente se trasmite hacia la boya debido a la interaccion
entre el fluido y la boya y las fuerzas que el fluido ejerce sobre la boya durante esta interaccion.

Fig. 1. Esquema de las fuerzas del fluido actuando sobre la boya sumergida- Modelo de un grado de libertad
(Imagen extraida de [1]).

Este problema se modela, de manera aproximada, mediante la siguiente ecuacion diferencial
. 5 1 .
1,0 = mygLsind — mgasank Leos® —mggLsing — m gaans Leost) — myL20 — gpf|-?;|zs-igrm(i:)szAT..L (31)

Donde v es la velocidad tangencial de la boya, la cual se determina como

v=1L0 (32)

Esta ecuacion depende de inercia del solido Is, de la masa del sélido y del fluido ms y mfl
respectivamente, la aceleracion del tanque awnk Y de la masa agregada ma y del coeficiente de arrastre
de la boya Cg.

La solucién de esta ecuacion diferencia se puede obtener por medio de cualquier método de
integracion de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.



3.2 Modelo Experimental

Los datos del analisis experimental fueron extraidos de [1]. Donde se describe la configuracién
del experimento.

El experimento consiste en una esfera de silicona (boya), la cual posee un didmetro D=0.1[m] y
una densidad de 366.69[kg/m®] inmersa en un tanque clbico fabricado en acrilico de dimensiones
cuyas dimensiones son 0.38x0.38x0.4[m], el cual esta lleno de agua. La boya esta vinculada con la
base del tanque por medio de un hilo de 0.16[m]. El tanque se encuentra montado sobre una mesa
vibrante (Shake-Table Il — DIMEC/USACH), la cual es la encargada de producir el movimiento de
exitacion de la boya. La frecuencia de oscilacion es variada desde 0.5Hz hasta 1.5Hz.

El objetivo de este experimento fue el estudio de los movimientos de la boya a diferentes
condiciones de oscilacion. Para realizar esto se utilizd una camara de alta velocidad con una
resolucioén de 800x800 pixeles y que toma 120 imagenes por segundo, lo cual fue suficiente para
capturar el movimiento de la boya. A partir del analisis de las imagenes capturadas se procedio a
realizar el analisis del movimiento de la boya
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Fig. 2. Configuracién experimental (Imagen extraida de [1]).
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Fig. 3. Captura de movimiento (Imagen extraida de [1])

3.3 Modelo Numérico

Para la resolucion numérica del comportamiento dinamico de la boya sumergida, se procedi6 a
modelar la boya como un sistema de masas vinculadas por medio de restricciones de distancia.

Fig. 4. Modelo de la boya y cuerda de anclaje como sistema de masas vinculadas por restricciones de
distancia
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El cuerpo de la boya se modelé como un octaedro, en cuyos vértices se encuentran ubicadas masas
equivalente.

N

Fig. 5. Boya modelada como un octaedro de masas
Las coordenadas y las magnitudes de las masas que conforman el octaedro se determino de forma

tal que el tensor de inercia y la masa total del octaedro sea igual al tensor de inercia y masa de la
boya.

4 Resultados Obtenidos

En [3] se presentan los resultados obtenidos en el analisis experimental de la boya, en donde se
presentan las graficas de desplazamientos de la boya para diferentes frecuencias de vibracién del
tangue, las cuales se muestran a continuacion.
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Fig. 6. Desplazamientos de la boya y del tanque - frecuencia 0.8Hz (Imagen extraida de [1]).
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Fig. 7. Desplazamientos de la boya y del tanque - frecuencia 0.9Hz (Imagen extraida de [1]).
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Fig. 8. Desplazamientos de la boya y del tanque - frecuencia 1.1Hz (Imagen extraida de [1])
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Ademas, se muestran gréficas de las amplitudes de los desplazamientos de la boya y las diferencias
de fases entre el desplazamiento de la boya y el desplazamiento del tanque para diferentes
frecuencias

Fig. 10. Resultados analiticos vs experimentales — Desfase a diferentes frecuencias (Imagen extraida de [1]).
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Los resultados obtenidos de la simulacion numeérica se muestran en las siguientes figuras

Desp[m]

Frecuencia 0.8 Hz
01 T T

,01 Il 1 1 L
0 10 20 30 40 50
tiempol[seg]

Fig. 11. Desplazamientos de la boya y del tanque - frecuencia 0.8Hz
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Fig. 12. Desplazamientos de la boya y del tanque - frecuencia 0.9Hz
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Fig. 13. Desplazamientos de la boya y del tanque - frecuencia 1.1Hz

En las siguientes figuras se muestra los resultados de la simulacién en contraste con los resultados experimentales.
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Fig. 14. Amplitud del desplazamiento de la boya para diferentes valores de frecuencia.
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Fig. 15. Diferencia de Fase entre el desplazamiento de la boya y el desplazamiento del tanque para diferentes
frecuencias.

5 Conclusiones

Se puede ver que los resultados numéricos tienen una tendencia similar en la comparativa de las
amplitudes y los desfases para diferencias frecuencias, pero los valores son ligeramente diferentes,
diferencia que se ve, mas evidentemente, en la grafica comparativa de la diferencia de fase vs
frecuencia. Estas diferencias se pueden a la seleccion del valor del coeficiente de arrastre y el
coeficiente de masa agregada, que para este trabajo se tom6 como Cgy=0.22 y C,=0.52
aproximadamente. Ademas, al momento de la simulacién, en las graficas de desplazamiento de la
boya y de desplazamiento del tanque, se ve un fuerte transitorio inicial, esto se debe a la brusquedad
del inicio del movimiento del tanque. Para subsanar esto se debera probar, en la simulacion, un inicio
del movimiento del tanque de manera gradual.

Como futuros trabajos se realizara el acoplamiento fluido-estructura de la boya con el fluido,
utilizando la libreria “prtclsys” con el codigo de simulacion por el método de volumenes finitos
Code_Saturne para la determinacién mas precisa de las fuerzas que transmite el fluido hacia la boya
durante el movimiento del tangue.
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